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We study here a new kind of modified Bernstein polynomial operators on
L'(0, 1) introduced by J. L. Durrmeyer in [4]. We define for f integrable on [0, 1]
the modified Bernstein polynomial M,f: M, f(x)=(m+ 1) 4 Pulx)
IS Pt} (&) dt. If the derivative d'f/dx” with r >0 is continuous on [0, 1],
(d"/dx"YM,f converge uniformly on [0,1] and sup,c . |M,f(x)— ()<
Zw,(l/\/;) if w, is the modulus of continuity of /. I f is in Sobolev space W'7(0, 1)
with />0, p > 1, M, f converge to f in W"*(0, 1).

1. DEFINITION ET RESULTATS PRELIMINAIRES

DEerFINITION L.1. On appelle polyndme de Bernstein modifié de degré n
associé a une fonction f intégrable sur [0, 1], le polynéme M, f défini par:

M0 =0+ 1) Y pue) | Pl S0
ou
n —
Pulx) = (k )xk(l —x)"%  pour 0<k<gn

On rappelle que le polynéme de Bernstein classique associé a une fonction
définie sur [0, 1], de degré n est défini par:

B, f(x)= Z Do) £ (k/).

Dans cette expression on a remplacé f(k/n) par: (n+ 1) J'(l, P8} f(2) dt.
Cette définition est adaptée a approximation des fonctions intégrables sur
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[0,1]. Elle est a rapprocher de celle des polynémes de Bernstein,
Kantorovitch pour une fonction intégrable qui est:

f@)dr.

J~(k+ 1yint+1)

P, ()= (n+ 1) z )

K(n+1)

PROPOSITION 1.2. L’opérateur M, est un opérateur linéaire, positif sur
Pespace des fonctions intégrables sur [0, 1] @ valeurs réelles. Il conserve les
constantes et transforme un polynéme de degré m < n en un polynéme de
degré m.

Démonstration. L’opérateur M, étant évidemment linéaire, pour montrer
qu’il conserve le degré des polynomes, il suffit de démontrer cette propriété
pour le polyndme f(x) = x™ ou m < n. A 'aide de la fonction béta on montre
que:

1
j pudt=1/(n+1) pour k=0,1,., n
0

On a ainsi pour tout m entier:

! m g, (K+m)! n! —
L Pult) t"dt = 0 imiDi si k=0, 1,..,n.

Le polynéme M, f s’écrit alors:

n k ! !
M@=+ 1) 2 put) 5 TET T

Or, pour tous réels x et y et tous entiers m et n avec m < n, on a:

m " k + m)!
L =3 () S

k=0
Cette expression est transformeée a I’aide de la formule de Leibniz en
nim\ mt . nl ner
— X ———(x .
go(r) r! (n—r)!( +7)
On pose y = 1 — x et on obtient I’égalité:

(n+ 1) i(m) m  nl ;

LT A — x
m+m+ 1Y S\ r) ! (n—r)!

M, [f(x)=

En particulier si m=0, M,f(x)=1 pour tout x€R: si m=1 et
x € [0, 1], on obtient > % _, (kK + 1) pu(x)=1+nx,etsim=2etx € [0, 1],
Yoo (k+ 1)k +2) ppu(x) =2 + 4nx + n(n — 1) x*.
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II. ETUDE DE M, f QUAND f A DES PROPRIETES DE
CONTINUITE OU DE DERIVABILITE

Si la fonction f est continue sur [0, 1], on va montrer que la suite M, f
converge uniformément vers f, en donnant une majoration de sup,.,
M, f(x)—f(x)] a Taide du module de continuit¢ de f. Une autre
démonstration de la convergence uniforme de M, f vers [/ a été donnée par
Durrmeyer dans [4] sans étudier la rapidité de convergence. On rappelle que

le module de continuité de f est défini par:

)= sup G+ D)= f())
x€{0,1]
x+tel0,1}]

LeEmME I1.1.
sip, (3 pul)| Pt~ dt) = g

x€[0,1) k=0
pour n> 3.

Démonstration. Les identités du paragraphe I nous donnent, pour tout

x€[0,1]:
N o) || o)) de

(k+2)k+1) k+1 x* )

= ;;0 ) ((n+3)(n+2)(n+ D" m e+ Tard

1 <2+4nx+n(n—— 1) x* (nx +1) 2)
= —2x +x
n+1 (n+2)(n+3) n+2

_ 2nx(1 —x)—6x(1 —x)+2
T+ D(n+2)(n+3)

Dés que n > 3, cette quantité est maximum pour x =1, d’ou:

sup (io pnk(x)f Pnk(t)(t X)2 dt) m

x€[0,1]

k=

THEOREME I1.2. Pour toute fonction f continue sur [0, 1], la suite M, f
converge uniformément sur (0, 1] et:

sup M, f(x) — f(x)| < 2w{1/y/n),  pourn>3.
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Démonstration. Ce résultat est une consequence immeédiate du
Lemme II.1 et du Théoréme IL.3 de Shisha et Mond [6] suivant:

THEOREME IL3. Pour toute suite dopérateurs linéaires positifs L,

définis sur lespace des fonctions continues sur |a,b], d valeur dans cet
espace, vérifiant L (1, -) = 1, nous avons:

sup |Ly () = f(x) < 2,
pour toute fonction f continue sur |a, b), ot g} =Sup,(q. (L,(- —X)% Xx).

ProposiTioN 11.3.  Soit la fonction
entiers m et n, par

définie sur [0, 1], pour tous

n.m

n 1
Tom®)= N Pl [ Pul0)x = 1) .
k=0 0

(1) T, .(x) est un polynéme en x de degré m.

(2) T,,.(x) est une fraction rationnelle en n, la différence entre le
degré du dénominateur et le degré du numérateur étant: m/2 + 1 si m est
pair, et (m+ 1)/2 + 1 si m est impair.

(3) T, omlx) est un polynéme en x(1—Xx) et est uniformément
équivalent quand n— o a

((1 —x)™

m+1

1 2m)!
n !

(4) T,,m_.(x) est un polynéme en x(1 — x) multiplié par (1 — 2x) et

est uniformément équivalent quand n - o a:

1 2m)!

T 3 = yp (L 206 =)

Démonstration. On a

n 1
Tom) = X Pulx) | Pude = 0" dt +mT i (x)
k=0

Puisque x(1 — x) pl(x) = puu(x)(k — nx) pour 0 < k < n, on écrit:

X1 =) 3 2) || pua) = )"

i
T

Pule) || 11~ 1) Poult)x = O dt = 1T, 1)

0
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On obtient donc en utilisant Iégalité (1 —t)=—(x—1)"—
(1 — 2x)(x — t) + x(1 — x), vraie pour tout x € [0, 1] et € [0, 1], puis en
intégrant par parties:

nTn.m+ l(x) - X(l - x)[an,m~l(x) - T’;l.m(x)]

= Y pu) [ (== (=20 -0)

+x(1 = x)) pa(D)(x — )" dt

= N ) | P~ + D=0

0
—(1=2x)(m+ D(x— )"+ x(1 —x) m(x — )" '] dt
=—(m+2)T, iy (x)—(m+ 1)1 =2x) T, ,(x) + mx(1 — x) T, ,,_(%).
Nous avons donc la relation de récurrence:
(n+m+2)T, sy (x) =x(1 = x)[2mT, ,,_,(x) = T, (x)]
—(1=2x)m+ 1T, ,(x)
qui permet d’établir toutes les propriétés du théoréme. En fait, c’est le

corollaire suivant que nous utiliserons dans la suite:

COROLLAIRE IL4. n"*'T, ,.(x) est, pour tout entier m, borné unifor-
mément en n et x.

THEOREME IL1.5. Si f est intégrable, bornée sur [0,1] et admet une
dérivée seconde au point x € [0, 1]:

,liljg n(Mnf(x) _f(x)) = (1 - 2x)f’(x) + x(l — x)f//(x).

De plus, cette limite est uniforme si f" est continue sur [0, 1].

Démonstration. La formule de Taylor au point x s’écrit:

SO =)+ (= x) /() + [ = x)/2) f"(6) + (£ = x) e(t — x)

ou g(u)—,_, 0 et ¢ est une fonction intégrable, bornée sur [—x, 1 — x|.
La linéarité de M, et les identités du paragraphe I nous permettent
d’écrire:

nx + 1 x>
n+2

M, f(x) = f(x) + /(%) (

+ S'(x) 2n—6)x(1 —x)+2
2 (n+2)(n+3)

+ E(n, x)

640/31/4-3
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ou
E, )=+ 1) Y o) [ puaOe— ) elt =) .

Pour démontrer qu'on a l’expression asymptotique cherchée, il suffit de
montrer que nE(n, x) -, 0.

Posons M = sup, . _,.1_ |6(u)| et pour € > O arbitraire, soit 6 > 0, tel que
le(u)] < € dés que |u| < .

Pour tout 1€ [0, 1], on a |e(t — x)| < & + M(t — x)*/6” et donc:

)<t e S o) [ pualie = 7
k=0 0

F DMIE) Y P [ Pl x)*dl
k=0 0

n+1)e N K
S2n+2)(n+3)  n

ou K est une constante d’aprés la Proposition I1.3. Donc, pour n assez grand,
on a: |nE(n, x)| < e. Ce résultat signifie que si f admet une dérivée seconde
en x, on a |M, f(x) — f(x)| = O(1/n).

Si f” est continue sur [0, 1], notons w;. le module de continuité de /. On
ale(t—x) < wpl|t — x]) < (1 + |t — x|/d) w,.(J) pour tout & > 0.

On utilise I'inégalité de Schwarz sur les sommes et les intégrales pour
obtenir:

n

E 01 <0p0) [(141) X )| Pl 0 de

n+1

i Pnk(x)jo1 Pu® |t —x]? dt]

n+1 (n+1)
2(n+2)(n+3)+ 0

<w0) |
X (3 w0 pue—xp )"

( 2 Pu®) j Pt = x)* dt) m]

n+1 n+1( 1 K)‘/z]

S p(9) [Z(n T n+3) 5 \Bnidmid R
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En prenant = 1/\/n on obtient:

|nE(n, x)l < wp (’_1‘) [_;_ * Eﬁ]

a V2

et nE(n, x) converge uniformément vers 0, d’ou le résultat énoncé.
Seules les fonctions f(x)=A log(x/1 —x)+ B ou 4 et B sont des réels
vérifient

|M, f(x) — f(x)| = o(1/n).
On rappelle que les polynomes de Bernstein classiques sont tels que:

lim (B, /(x) = f(x)) = —x(1 = x)/2.f"(x)
si f"(x) existe (Voronowska [8]).

THEOREME I1.6. Si [ est intégrable, bornée et admet une dérivée dordre
renx€|0,1]:

., d d
P g M/ )= g )

Démonstration. Nous utiliserons le lemme suivant emprunté a Lorentz
[5, p. 26].

LEmME IL7. [l existe des polyndmes q; ;, définis sur [0, 1] pour i, j, r
entiers vérifiant i >0, j > 0, 2i + j < r, tels que:

r

dx”

X1 —x) k= Q, , (x) X1 —x) ke

pour tous k et rou: Q, , ,(x)=2";; n'(k—nxy q; 5./(x), la somme étant prise
sur Pensemble i 20,720, 2i + j<r.

Démonstration du Théoreme 11.6. On démontre d’abord que
(d’/dx") M, f(x) peut toujours se mettre sous la forme:

d (n+ Dlnt T

7 MnS ()= T Pn_rqo(X)

X[\ Prsras AN SO
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La formule de Leibniz nous donne:

a‘i—r,M,,f(x)— (n+ 1! )_ (J)"\Ljpn rk-i(%)

-t =
X[ pul0) S0 e

En changeant l'indice de sommation, on obtient:

d’Mnf(x) (n+ D! %
dx” (n—r) ¢ 4‘

X[ 3 () U st S0

n—r,k(x)

La formule de Leibniz nous permet d’écrire:
d (n+r & (r .
Er_pn+r,k+r(t) = —‘nT')— }_0 (l) (1Y Py 0):
VA

On obtient ainsi I’expression que 1'on avait annoncée.
On écrit le développement de Taylor de f au voisinage de x, a lordre r:

( x)r dr

r!

S0+ (1= x) elt—x)

fO=f@)+@—x)f"(x)+ -

ou g(u)—, 0 et ¢ est une fonction intégrable, bornée par M. On définit
RO=1)+ = x) )+ -+ T p
En intégrant r fois par parties, on obtient:
MR =N

1 d
X JO pn+r,k+r(t) 'Eir— R(t) dr.

D’aprés 1a définition de R on a:

d d
~FRO=—51(x),
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pour tout ¢ € [0, 1] et donc:

d (n+ D!'n! d d
2 MaRE) = (n=r!(n+r+ 1) 2o/ g /)

Pour démontrer le théoreme, il suffit donc maintenant de montrer que
(d/dx"YM,(f —R)(x)—,. 0. Posons g=f —R={(t —x) e(t — x).
On utilise d’abord le Lemme I1.7:

r

X1 =x) —= M, g(x)

=(r+ )X g, r(x) (k= nxY pyx) j Pudt) g(t) dt,
l oJ
la somme en (i, j) étant prise sur i >0, j >0 et 2i+ j<r. On pose M’ =
SUD,e(0,1) SUP2i+j<r 91,7, (X)):
On majore cette quantité a I’aide de I'inégalité de Schwarz sur les sommes
finies.

d ) n . 1/2
X (1 =5 = M, gx) M'(n+1>zn'(z (k—nx)”pnk(x))

i,J k=0

< (S pu ([t s0a1) )

Nous utiliserons la propriété connue (voir Lorentz [4]):

s (X (k=) po)

n xel0,1]1 \ (=0

est borné pour tout entier J.

Pour majorer la deuxiéme somme du produit, on considére pour tout
£>0, >0 tel que |u| <J entraine |e(u)| < &. On écrit alors, en utilisant
'inégalité de Schwarz et la majoration

(et — X))’ < 62 + (MYF)(t — x)*

([ 2 st ) < 111+ 101 [ 2o g0 a
<1/ + DI e[ (=27 pu0)de

8/ [ (=27 p)dr
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En utilisant la Proposition I1.3, on obtient si n est assez grand:
n 1 2
S o) ([ 2t O de) =s20(1/ ),
0

k=0

Nous obtenons alors:

1 —x) M
X1 = x) = M, g()
v e 1
:Mﬁ(n + 1) 2';< n'+’/20 (Wﬁ) <K6,
t+Jjsr

ou K est une constante. Cette propriété &tant vraie pour tout & > 0, nous
obtenons le résultat cherche.

THEOREME 11.8. Si f admet une dérivée dordre r continue sur [0, 1], la
suite (d'/dx") M, [ converge uniformément vers (d'/dx") f et

(m+r+1N@n—-r 4 d

XS}%‘,’u (n+ D!n! Ec—’M"f(x) - Ec_’—f(x)

1
<K,w <—~—>
= rrn \/— )

n
ou K, est une constante indépendante de f et de n, et wpn le module de
continuité de (d'/dx") f.

Démonstration. Si f admet une dérivée d’ordre r continue sur [0, 1], on
a, aprés r intégrations par parties:

d n+1n! T
a7 M= G i P

1 d
X j Pusraor) 77 £(0) .

Les relations sur les p,, permettent d’écrire:

m+r+DNn—r d
n+ DIn! dx’

M f6) 5 S0

n-—-r 1
SO+ Y Parkl) | Pavrsrdd)
k=0 0

d dr
X g SO~z fx) | at
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et, comme dans la démonstration du Théoréme I1.2, on majore cette quantité
a I'aide du module de continuité de (d"/dx")f par:

n—r 1 /2
@ |1+ VAFTFS (3 Paeral®) [ P27 )|,

ol & est un réel qu'on prend égal & 1/1/n. On vérifie que

n—

sup
xe€[0,1]

 Preral®) [ P (0= dt| = 00

k=

et on obtient la majoration cherchée.
La convergence uniforme de (d"/dx") M, f vers (d'/dx")f se déduit de ce
résultat parce que

n+r+ Y n-r
(n+Dina! 10

et (d'/dx") f(x) est bornée sur [0, 1].

III. ETUDE DE M, f QUAND f EST INTEGRABLE

Dans ce paragraphe, nous montrons que les polyndomes de Legendre sont
les vecteurs propres de M, et en déduisons une nouvelle expression de M,, f,
qu'on obtient alors par un procédé de sommation & partir des sommes
partielles des séries de Legendre, de fagon analogue aux sommes de Fejer
pour les séries de Fourier (Timan [7]). Ce résultat est spécifique aux
opérateurs de Bernstein modifies M,, en effet, 'opérateur de Bernstein
classique et ’opérateur de Bernstein—-Kantorovitch, de degrés n, admettent
chacun un systéme complet de vecteurs propres, mais celui-ci dépend de n.

ProrosiTioN III.1. Seit H un espace de Hilbert et soit H,, une suite
croissante de sous-espaces de H tels que dim H,, = m pour tout entier m.

Soit L un opérateur défini sur H tel que L(H,)c H, et L*(H,)c H,,
(L* étant Padjoint de L) pour tout entier m. Alors la suite orthogonale
(Vp)men définie par V,€H,, V,LH, |, |V.l=1 est une suite de
vecteurs propres de L, (les valeurs propres associées aux V, pouvant étre
nulles).

Démonstration. Soit WeH,_,, quelconque. On a (LV,, W)=
(Vs LXW ) =0 car L* laisse H,,_, invariant; il en résulte que LV, qui
est dans H,,, est orthogonal a H,,_,, il est donc colinéaire a V,,.
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LEMME I11.2. Si fet g sont deux fonctions intégrables sur [0, 1]:

(M) gy dx = £ M, 800 de

pour tout n € N. En particulier M, est un opérateur auto adjoint sur
L*(0,1).

Démonstration. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0, 1]:
1 n 1 1

[ M) g)dr=n+1) Y [ puulx) g(x)dix [ po(t) S0)
0 k=0"0 0

=[ 1M, ar

D’ou, si f et g sont dans L2(0, 1), on a:

(M, f, g>L2(0,1) =(fiM, g>L2<0.1)-

THEOREME II1.3. Les polynémes de Legendre sont les vecteurs propres
de M, pour tout entier n €N, La valeur propre associée au polynéme de
Legendre de degré mest: A, ,=(n+ IMnl/(n+m+ D) (n—m)! si mgn
etd, ,=0sim>n.

Démonstration. On utilise la Proposition II1.1 en prenant H = L*(0, 1) et
en définissant H,, comme ’espace des polynomes de degré < m — 1.

Les conditions de la Proposition III.1 sont vérifiées, en effet M, est auto
adjoint, laisse invariant H, pour m < n puisqu’il conserve le degré des
polyndmes de degré < n, il laisse aussi invariant H,, pour m > n puisqu’il est
a valeurs dans 1’espace des polynomes de degré < n.

On en déduit que la suite (V) telle que: V,,€H,, V, LH, , et
| V..l =1, est une suite de vecteurs propres de M, pour tout entier n. Cette
suite est la suite des polynémes de Legendre normés dans L2(0, 1), c’est-a-
dire:

vim+1 d” ™(1 — x)™).

Vm+l(x)= m' dxm

Dans la suite, nous noterons ce polynéme Q,, et la valeur propre qui lui
est associée pour 'opérateur M, , 4, ...

Puisque M, est contractant pour L, on a |4, ,|< l; et puisque M, f
converge vers f dans L si fest une fonction continue on a 4, ,, —,_ 1 pour
chaque m fixé. Plus précisément, on a i, ,=0 si m>n, car, puisque
M, Q. Q12 =(Qm> Q)12A,, =0 si r<n et m>n, M,Q, est un
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polynéme de degré < n orthogonal a tout polynome de degré < n, il est donc
nul.

Si m < n, puisque M, conserve le degré des polyndmes de degré < n, on
obtient 4, ., en regardant quelle est I'image de x™ par M,. L’identit¢ du
paragraphe I nous donne:

(n+1)n!

Aum = (n—m)! (n+m+ 1)

COROLLAIRE 1I1.4. Si f est une fonction intégrable sur |0, 1]:

Ms = 3 ([ £ 0) ) O

ou Q,, est le polynéme de Legendre de degré m.

Démonstration. Pour toute fonction f intégrable, M, f étant un polynéme
de degré n, on peut trouver des réels a, ,(f) pour 0 < m < n, tels que:

Mof = Y Grlf) O

Pour r < n on a, puisque M, est auto adjoint:

n

M, [, Q00 = 2 A, (K C@ms @rdr 0,1y = o, ()

m=0

[ ) M, 0,00 dx = A, S6) Q)
d’ou

)= huun | S6) Q)

THEOREME IIL5. Pour toute fonction f intégrable sur (0, 1|, la suite M, f
converge presque partout vers f.

Démonstration.  Soit f une fonction intégrable sur [0,1]. On pose
F(x) = [ f(¢) dt. On va montrer que, si F est dérivable au point a € ]0, 1] et
si F'(@)=/f(a), ce qui est vrai presque partout d’aprés le théoréeme de
Lebesgue, la suite M, f(a) converge vers f(a).

Pour tout k, 0 < k< n, le produit p,,(t) F(t) est absolument continu et
puisque F'(t) = f(t) presque partout, on a pour tout x € {0, 1]:

Pl F)= [ P FW di + [ () £ .
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On obtient alors I'expression de M, f(a):
n 1
M, fla)=(n+1)a"F(1)— (n+1) ¥ pnk(a)J Pudt) F(2) dt.
k=0 0

La fonction F étant dérivable en a, nous avons:

Ft)=F@a)+(t—a)F(a)+(t—a)e(t—a)

ou g(u) -, o 0 et &(u) est borné.
L’opérateur M, étant linéaire, il peut se mettre sous la forme:
M, f(a)= (n+ 1)[(a"F(1) —a(l —a) F'(a)
X (@ "+ (1 —a)""")—F@)a"— (1 —-a)"]

FP@=(41) Y pule) [ P —a) e —a)dr

Puisque a € |0, 1|, pour montrer que M, f(a) converge vers F'(a), il suffit
de montrer que:

EL@)= 01+ 1) X pu@) || Pt =) e1— ) dt— 0.

On utilise la relation

Pri®) = (Pp_1 4 1(8) = P () 1 si 1<kg<n—1L

Par un changement d’indice de sommation, on obtient:

n—1

Efa)=(m+1)n Y (Pris1(@) = Prs(@))

k=0

X[ Pasa = @) ot — ) d.

La relation ci-dessus, exprimant p/,(¢), nous donne alors:

n—1

a(l=a)E(a)=n > Pnyixsi(@((n+1)a—(k+1)
k=0

X[ Py O~ @) et — @) .
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L’inégalité de Schwarz sur les sommes finies entraine:
(Ea)a(l —a))’

<n (\_ Prsrer@((n+ 1 a—(k + 1))2)

k=0
n—1

X (fo Priri+1(@) ( P 1k(t)(t—a)g(t_a)dt) );

la relation suivante, utilisée couramment dans I’étude des polynémes de
Bernstein classiques (Lorentz [4]):

}:': pnk(x)(k - Yl.)C)2 =nx(l —x)

x

entraine que (1/n) 3524 Pns1xs1(@)((n + 1) a — (k + 1)) est borné unifor-
mément en n. Pour étudier la deuxiéme somme, pour ¢ >0, on considére
d> 0 tel que |u| < & entraine |e(u)| < &.

ON pose SUP, (g1 |£(1) = M

L’inégalité de Schwarz et la convexité de ¢t — #* donnent:

N i@ (| paoae -0 - a)ar)

k=0
U)X i@ [ PuraOe=a) (e~ ) dr.

On partage lintervalle d’intégration en 2 parties, suivant que |t —a| >
oult—al<d.
On obtient ainsi les deux évaluations:

N i@ J o POt = @) (st~ @) dr =€20(1/n). (1)
K=o lt—al<s
tel0,1]
: Prsiks 1(“)J Pa_1 i (O — a)’ (e(t —a))* dt
k=0 [t—ai<é
te[0,1]
M - 1 1
<N @] P -ara=30(2) @
5 k=0 0 6

On obtient, en ajoutant ces deux quantités

n—1 1 2 1 1
S prerwnr@ ([ Perse—@)et=aydr) = (74— ) 0 ().
k=0 0 né n
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Si on choisit n assez grand, le résultat obtenu est en £20(1/n?). Ainsi, pour
tout ¢ > 0, on a montré I'inégalité dés que n est assez grand:

a(1-0) Y pul@ [ Prult)t —a)elt - ayde < K.

ou K est une constante indépendante de 7 et de s.
On en deéduit que pour un point a € |0, 1|, tel que F'(a) existe, la suite
M, f(a) converge vers f(a). (C’est vrai en particulier si f est continue en a.)

IV. CONVERGENCE DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Nous étudions maintenant la convergence de M, f vers f dans I'espace de
Sobolev W"?(0, 1) des fonctions f de L”(0, 1) dont la dérivée d’ordre r au
sens des distributions notée D’f, pour r </, est dans L?(0, 1), muni de la
norme:

p
“f”wlvp(o,1)= <Z ||D7|I€p(0,1)) .
r<id

PROPOSITION IV.1. L’opérateur M, défini sur W'?(0,1) est unifor-
mément borné en n pour p > 1.

Démonstration. Les fonctions p,,, .., pour k< n—r ont des dérivées
d’ordre ' < r— 1 nulles en O et 1.

Donc l'expression de (d/dx") M, f obtenue quand (d"/dx")f est continue,
est encore valable si la dérivée au sens des distributions D’f est définie,
intégrable sur (0, 1), c’est-a-dire:

d (e DIn Y 1 ,
27 Mol ) = ST B Prork®) | Prsriee 0 DY)

Soit £ € W"?(0, 1), si r </, on a:

d (n+ D!n!

- D'fll,

e M, f L|(0‘1)\ i—rt DI (nsr) | Dfll, ©,1)
<D lr1co.n

car pour tout £ € (0, 1), 2270 Pryraar) < 1



L’APPROXIMATION DE FONCTIONS INTEGRABLES 341

Pour p > 1, l'inégalitée de Holder donne:

1
[ puseacr 00|
0
1 (p—-1Yp 1 YVp
<[ Prerasrde) ([ pairus 0 DO )
0 0
la convexité de ¢ — |¢|” entraine alors:

d
ZXTM"f

LP(0,1)
(n+ 1) na!
Sm—r)(n+r)

X UO‘ DPrirus8)Df(2) dt)p)l/p

(n+ Dtn! 1 1
S+t i—r+ D" (nr+ 1)

<N DS Moo,y

(Jl i pn-r.k(x)
0 k=0

||D’f||LP(0,I)

d’ou ”ManWl.p(o,l) < ”f”W’J’(O,l) pour tout p > 1.

THEOREME 1V.2. Pour toute fonction f€ W'?(0,1), la suite M,f
converge vers f dans W"?(0, 1), (p>1).

Démonstration. Dans le paragraphe II, nous avons montré que si ¢
admet une dérivée (d"/dx") ¢ continue, la suite (d"/dx") M, ¢ converge unifor-
mément vers ¢.

Donc M, ¢ converge vers ¢ dans W"™?(0,1) si p> 1. Nous raisonnons
ensuite par densité. Soit £ € W"?(0, 1). Pour tout ¢ > 0, on peut trouver ¢
indéfiniment  dérivable, a support compact dans ]0,1[ tel que

”¢_fHW’-P(0‘1) <8- On a

”Mnf_f”W"P(O.l) < 2 Hf - ¢“W’~D(0,1) + I|M,,¢ - ¢”WLP(0,1)-
Il en résulte, pour tout ¢ > O:

@ M, f = fllwiro.ny < 26

et la propriété de convergence de M, f vers f dans W, ,(0, 1). Ce théoréme et
la Proposition IV.1 ont été démontrés par Durrmeyer [4].
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PropoOSITION IV.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que la
Jonction f intégrable sur (0,1) soit dans W'?(0,1) est que la suite
M, fllyino.1) SOit bornée, (p > 1,1 0).

Démonstration. La condition est nécessaire d’aprés le Théoréme IV.1.
Montrons qu’elle est suffisante. Soit f intégrable sur (0,1) telle que
WM, fllyioe.1) soit bornée. Puisque la suite M,f converge vers f dans
L'(0,1), la suite (d@"/dx") M, f converge au sens des distributions vers D’f
pour tout entier r</ Raisonnons par densit¢ pour montrer que
Dfel’0,)pourp>let0Lr<I

L’inégalité suivante est vraie pour tout g € L7(0, 1) si 1/p+ 1/g =1, tout
¢ indéfiniment dérivable a support compact dans ]0, 1[, tous entiers m et n et

[ (G

M, f ) M W) g(e)

<(

+

a
dx"

dr

M, f +'FMmf

) llg— #lliac0,1)
§44

L?

f(, (d M, f(x)— M e ¢(x)dx(

Pour ¢ > 0 arbitraire, on peut choisir ¢ tel que ||g— @001, <& La
quantité ci-dessus est alors majorée par

26 S0 [y Nt + ||| (G M) = Ma ) 800

On en déduit que la suite (d"/dx") M, f converge faiblement dans L?(0, 1)
si r €I et donc sa limite D’f est dans L?(0, 1).

Remarque. Les résultats de Berens et De Vore 1] sur ’approximation
dans L”(0, 1) de fonctions de L?(0, 1) a I'aide de suites d’opérateurs linéaires
positifs permettent d’écrire pour tout p > 1 et pour tout f € L?(0, 1):

M./ — flleso.ny < Cp0,(f 1/\/’7)’
ou w,(f, -) est le module de régularité dans L” de f:

1 Vp
o h0= s sup ([ 176+ —seop )
x+ue(0,1]
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