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We study here a new kind of modified Bernstein polynomial operators on
L 1(0, I) introduced by J. L. Durrmeyer in [4]. We define for J integrable on [0, I]
the modified Bernstein polynomial Mnf: MJ(x) = (n + 1) L:Z~o Pnk(x)
nPnk(t) J(t) dt. If the derivative d,//dx' with r ~ 0 is continuous on [0, I],
(d'/dx') MnJ converge uniformly on [0, 1] and sUPxelo.ll IMJ(x) - J(x)1 <
2w,( I/vn) if WI is the modulus of continuity off IfJ is in Sobolev space WI,P(O, 1)
with I ~ 0, P~ I, MJ converge to J in WI.P(O, I).

I. DEFINITION ET RESULTATS PRELIMINAIRES

DEFINlTlON 1.1. On appelle polynome de Bernstein modifie de degre n
associe it une fonction f integrable sur [0, 1], Ie polynome Mnf defini par:

n 1

Mnf(x)=(n+ 1) k'2;o Pnk(X) {Pnk(t)f(t)dt,

ou

pour 0 <; k <; n.

On rappelle que Ie polynome de Bernstein classique associe it une fonction
definie sur [0, 1], de degre nest defini par:

n

BJ(x) = L Pnk(x)f(k/n).
k~O

Dans cette expression on a remplace f(k/n) par: (n + 1) nPnk(t) f(t) dt.
Cette definition est adaptee it l'approximation des fonctions integrables sur
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[0, 1]. Elle est a rapprocher de celie des polynomes de Bernstein,
Kantorovitch pour une fonction integrable qui est:

II (k+l)j(Il+ 1)

Pllf(x) = (n + 1) L: Pllk(X) f f(t) dt.
k=O k/(Il+ I)

PROPOSITION 1.2. L'operateur Mil est un operateur lineaire, positij sur
fespaee des fonetions integrables sur [0, 1] d valeurs reelles. II conserve les
eonstantes et transforme un polynome de degre m ~ n en un polynome de
degre m.

Demonstration. L'operateur Mil etant evidemment lineaire, pour montrer
qu'il conserve Ie degre des polynomes, il suffit de demontrer cette propriete
pour Ie polynomef(x) = x m ou m ~ n. A l'aide de la fonction bcha on montre
que:

f: pllit)dt= l/(n + 1)

On a ainsi pour tout m entier:

pour k = 0, 1,... , n.

I m (k+m)! n!
f Pllk(t) t dt = k' ( 1)'o . n+m+.

Le polynome Mllf s'ecrit alors:

si k = 0, 1,..., n.

II (k+m)! n!
Mllf(x) = (n + 1) 'f;o Pllk(X) k! (n + m + I)! .

Or, pour tous reels x et y et tous entiers m et n avec m ~ n, on a:

Cette expression est transformee a l'aide de la formule de Leibniz en

£ (m) m! x' n! (x + yt-'.
,=0 r rl (n - r)!

On pose y = 1 - x et on obtient I'egalite:

(n + I)! m (m) m! n! ,
Mllf(x) = (n + m + I)! ,~o r rl (n _ r)! x.

En particulier si m = 0, MIlf(x) = 1 pour tout x E IR: si m = 1 et
x E [0, 1], on obtient LZ=o (k + 1) Pllk(X) = 1 + nx, et si m = 2 et x E [0, 1],
LZ~o (k + 1)(k + 2) Pllk(X) = 2 + 4nx + n(n - 1) x 2

•
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II. ETUDE DE M"I QUAND1 A DES PROPRIETES DE

CONTINUITE OU DE DERIVABILITE

327

Si la fonction 1 est continue sur [0, 1], on va montrer que la suite M"I
converge uniformement vers J, en donnant une majoration de SUPXE[O,IJ

IM"/(x) - l(x)1 11 I'aide du module de continuite de f Vne autre
demonstration de la convergence uniforme de M"I vers 1 a ete donnee par
Durrmeyer dans [4] sans etudier la rapidite de convergence. On rappelle que
Ie module de continuite de1 est defini par:

LEMME ILL

wJh) = sup
Itl<:h

xe[O.l)

x+te[O.l}

I/(x + t) - l(x)l·

sup
xE[O.I)

C~O P"k(X) s: P"k(t)(t - X)2 dt) = 2(n + 2~(n +3)

pour n ~ 3.

Demonstration. Les identites du paragraphe I nous donnent, pour tout
xE [0, 1]:

" I

k~: P"k(X) f
o

P"k(t»(t - X)2 dt

_ ~-, x ( (k + 2)(k + 1) _ 2x k + 1 +~)
- t:=o P"k() (n + 3)(n + 2)(n + 1) (n + 2)(n + 1) n + 1

= _1_ (2 +4nx + n(n - 1) x
2

_ 2x (nx + 1) + x2)
n + 1 (n + 2)(n + 3) n + 2

2nx(1 - x) - 6x(1 - x) + 2

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

Des que n ~ 3, cette quantite est maximum pour x = t, d'ou:

(

"1 ) 1
X~~~lj (;o P"k(X) f

o
P"k(t)(t - X)2 dt = 2(n + 2)(n + 3)'

THEOREME 11.2. Pour toute fonction f continue sur [0, 1], la suite M"f
converge uniformement sur [0, 1] et:

sup IM"f(x) - f(x)1 ~ 2wPlvn),
xe[O,lj

pour n ~ 3.
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Demonstration. Ce resultat est une consequence immediate du
Lemme 11.1 et du Theoreme II.3 de Shisha et Mond [6] suivant:

THEOREME 11.3. Pour toute suite d'operateurs lineaires positifs L n
dejinis sur fespace des fonctions continues sur [a, b], d valeur dans cet
espace, verifiant Ln(l, .) = I, nous avons:

sup ILnCf, x) - f(x)1 ~ 2wj}Jn)'
xE[a,bl

pour toutefonctionfcontinue sur [a,b], ou.u~=suPXE[a,bl(Ln(- -X)2,X).

PROPOSITION 11.3. Soit la fonction Tn.m dejinie sur [0, 1j, pour tous
entiers m et n, par

n I

Tn.m(x) = f;o Pnk(x) fa Pnk(t)(x - t)m dt.

(I) Tn.m(x) est un polynome en x de degre m.

(2) Tn,m(x) est une fraction rationnelle en n, la difference entre le
degre du denominateur et le degre du numerateur hant: ml2 + 1 si m est
pair, et (m + 1)/2 + 1 si m est impair.

(3) Tn.2m(x) est un polynome en x(1 - x) et est uni/ormement
equivalent quand n -4 00 d

_1_ (2m)! ( (I _ »m
m+l , X x.n m.

(4) Tn,2m-l(X) est un polynome en x(1- x) multiplie par (I - 2x) et
est uni/ormement equivalent quand n -4 00 d:

___ «2m)! )' (1- 2x)(x(l-x»m-l.
nm+ 1 2· m - 1 .

Demonstration. On a

n 1

T~,m(x) = L p~k(x)f Pnk(t)(x - t)m dt + mTn,m_l(X).
k=O 0

Puisque x(1 - x) P~k(X) =Pnix)(k - nx) pour °~ k ~ n, on ecrit:

n 1

x(1 - x) f;o P~k(X) LPnk(t)(x - t)m dt

n 1

= L Pnk(x)5 t(l-t)P~k(t)(X-t)mdt-nTn,m+l(X).
k=O 0
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On obtient donc en utilisant l'egalite t(1 - t) = -(x - t)2 -
(1 - 2x)(x - t) +x(I - x), vraie pour tout x E [0, 1] et t E [0, 1], puis en
integrant par parties:

nTn.m+ leX) - x(1 - x)[mTn.m_t(x) - r;,.m(x) I
n 1

= L: Pnk(x) f (-(x - t)2 - (1 - 2x)(x - t)
k=O 0

+ x(1 - x» P~k(t)(X - t)m dt

n ,I

= ~ Pnk(X)j Pnk(t)[-(m + 2)(x_t)m+1
k=O • 0

- (1 - 2x)(m + I)(x - t)m +x(1- x) m(x - t)m-Ij dt

= -em + 2) Tn.m+l(x) - (m + 1)(1 - 2x) Tn.m(x) +mx(I - x) Tn.m_l(x).

Nous avons donc la relation de recurrence:

(n +m + 2) Tn.m+l(x) =x(1-x)[2mTn.m_ t(x) - T~.m(x)]

- (1 - 2x)(m + 1) Tn.m(x),

qui permet d'etablir toutes les proprietes du theoreme. En fait, c'est Ie
corollaire suivant que nous utiliserons dans la suite:

COROLLAIRE 11.4. nm+ITn.2m(X) est, pour tout entier m, borne unifor­
mement en n et x.

THEOREME 11.5. Si j est integrable, bornee sur [0, 1] et admet une
derivee seconde au point x E [0, 1]:

lim n(MJ(x) - j(x» = (1 - 2x)j'(x) +x(1 - x)j"(x).
n~oo

De plus, cette limite est uniforme si j" est continue sur [0, 1].

Demonstration. La formule de Taylor au point x s'ecrit:

Jet) = j(x) + (t - x) j'(x) + [(t - x)2/2] j"(x) + (t - xf e(t - x)

ou e(u) -+u~o°et e est une fonction integrable, bornee sur [-x, 1 - x].
La linearite de M n et les identites du paragraphe I nous permettent

d'ecrire:

(
nx + 1 )Mnj(x) =j(x) + j'(x) n + 2 -x

j"(x) (2n - 6)x(l-x) + 2 ( )
+-2- (n+2)(n+3) +E n,x

640/31/4-3
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n I

E(n, X) = (n + 1) t;o Pnk(X) foPnk(t)(t - X)2 e(t - x) dt.

Pour demontrer qu'on a l'expression asymptotique cherchee, il suffit de
montrer que nE(n, x) ~n~oo 0.

Posons M = SUPUE[ -x,l-xll e(u)[ et pour e >°arbitraire, soit 0 >0, tel que
le(u)1 < e des que lui < o.

Pour tout t E [0, 1], on a Ie(t - x)1 <e +M(t - x)2/02 et done:

n I

E(n, x) ~ (n + 1) e "f;o Pnk(x) foPnk(t)(t - X)2 dt

n I

+ (n + 1)(MI02) f;o Pnk(X) foPnk(t)(t - X)4 dt

(n+l)e K
~ 2(n + 2)(n + 3) + 02n3'

ou K est une constante d'apres la Proposition II.3. Done, pour n assez grand,
on a: InE(n, x)1 < e. Ce resultat signifie que si f admet une derivee seconde
en x, on a IMnf(x) - f(x)1 = O(l/n).

Sif" est continue sur [0,1], notons wI" Ie module de continuite def". On
a Ie(t - x)1 ~ wf"(1 t - xl) ~ (1 + It - xl/o) wf"(o) pour tout 0 > O.

On utilise l'inegalite de Schwarz sur les sommes et les integrales pour
obtenir:

[

n I

IE(n, x)1 ~ wf"(o) (n + 1) k2;o Pnk(X)f
o

Pnk(t)(X - t)2 dt

n + 1 n fl 3 ]
+-0- t;o Pnk(X) 0 Pnit) It-xl dt

[
n+l (n+l)

~ Wf"(O) 2(n + 2)(n + 3) + 0

(

n I ) 1/2

X (;o PniX)t Pnk(t)(t - X)2 dt

(
n I ) 1/

2
]

X (;o Pnk(X)t Pnk(t)(t - X)4 dt

[
n + 1 n + 1 ( 1 K) 1/

2
]

~ wf"(b) 2(n + 2)(n + 3) +-0- 2(n + 2)(n + 3) n3 •
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En prenant b = I//ii on obtient:

et nE(n, x) converge uniformement vers 0, d'ou Ie resultat enonce.
Seules les fonctions f(x) = A log(x/ 1 - x) +B ou A et B sont des reels

verifient

IMnf(x) - f(x) I= o(1/n).

On rappelle que les polynomes de Bernstein classiques sont tels que:

lim n(Bnf(x) - f(x)) = -x(1 - x)/2f"(x)
n~oo

si f"(x) existe (Voronowska [8 D.

THEOREME 11.6. Si f est integrable, bornee et admet une derivee d'ordre
r en xE [0, 1]:

dr dr

lim dxr Mnf(x) = d r f(x).
n~C{) X

Demonstration. Nous utiliserons Ie lemme suivant emprunte a Lorentz
[5, p. 26].

LEMME 11.7. Il existe des polynomes qi.j,r de.finis sur [0,1] pour i,j, r
entiers verifiant i >0, j >0, 2i +j <r, tels que:

dr

-xk(1 _ x)n-k = Q (x)xk-r(1 _ x)n-k-r
dxr n,r,k

pour tous k et r ou: Qn.r,k(X) = Li.j niCk - nxY qi,j,r(X), la somme etant prise
sur fensemble i> 0, j >0, 2i + j ~ r.

Demonstration du Theoreme 11.6. On demontre d'abord que
(dr/dxr) Mnf(x) peut toujours se mettre sous la forme:

dr _ (n + I)! n! \~r x

d r Mnf(x) - ( _ )' ( + )' "-' Pn-r,q( )x n r. n r. q=O

I dr

X f dtr Pn+r,q+r(t)(-I)'f(t) dt
o
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La formule de Leibniz nous donne:

~ _ (n+ I)! ,.., G) n~+j .x
d r Mnf(x) - ( _ ),.L . ~ Pn-r.k-i)

X n r. 1=0 k=j

I

X (-1 y-jt Pnk(t) f(t) dt.

En changeant l'indice de sommation, on obtient:

drMnf(x) _ (n + I)! ~r ( )
dxr - (n - r)! {-:o Pn-r,k X

Xfl ~ (~) (_1)r-
j

Pn,k+j(t)f(t)dt.
o J=O J

La formule de Leibniz nous permet d'ecrire:

d
r

(n + r)! r, G) .
dt

r Pn+r,k+r(t) = , .L . (-IYPn,k+j(t),
n. J=O

On obtient ainsi l'expression que l'on avait annoncee.
On ecrit Ie developpement de Taylor de f au voisinage de x, al'ordre r:

(t - xY dr

f(t)=f(x)+(t-x)f'(x)+ .. ·+ , -drf(x) + (t-xYe(t-x)
r. x

ou e(u) ~u~o 0 et e est une fonction integrable, bornee par M. On definit

(t -xy dr
R(t)=f(x)+(t-x)f'(x)+,,, + , drf(x).

r. x

En integrant r fois par parties, on obtient:

dr (n+I)!n! n=,r
-dr MnR(x) = ( _ )' ( + )' L Pn-r,k(X)

X n r. n r. k=O

I dr

Xf
o

Pn+r,k+r(t) dt' R(t) dt.

D'apres la definition de R on a:



L'APPROXIMATION DE FONCTIONS INTEGRABLES 333

pour tout t E [0, 1] et donc:

d' (n + 1)! n! d' d'
dx,MnR(x)= (n-r)!(n+r+l)! dx,!(x)-n-~CJJ--tldx'!(x).

Pour demontrer Ie theoreme, il suffit donc maintenant de montrer que
(d'jdx') MnU - R)(x) ->n~CJJ O. Posons g =! - R = (t - x)' e(t - x).

On utilise d'abord Ie Lemme 11.7:

n 1

= (n + 1)~ niqi.j,,(X) I (k - nx'jPnk(X) f Pnk(t) g(t) dt,
i,j k=O 0

la somme en (i, j) etant prise sur i? 0, j?°et 2i + j ~ r. On pose M' =
SUPXE[O,IJ sUPu+j", Iqi,j,,(x)I,

On majore cette quantite aI'aide de l'inegalite de Schwarz sur les sommes
finies.

I
d' I ( n ) 1/2X'(I-x)'pMng(x) ~M'(n+l)~ni 2: (k-nx)

2j
p nk(X)

x l,J k=O

(

n ( I ) 2) 1/2
X t-o Pnk(X) foPnk(t) g(t) dt .

Nous utiliserons la propriete connue (voir Lorentz [4 J):

~ sup (kL_
n

0 (k - nx)2
j

Pnk(X»)
n! XE[O,IJ _

est borne pour tout entier j.
Pour majorer la deuxieme somme du produit, on considere pour tout

e > 0, ~ >0 tel que IuI< ~ entraine Ie(u)/ <e. On ecrit alors, en utilisant
l'inegalite de Schwarz et la majoration

(e(t - X»2 ~ e2+ (M2jo2)(t - X)2

I (I )2 1Vo Pnk(t) g(t) dt ~ [lj(n + 1)] 50 Pnk(t) Ig(tt dt

1

~ [lj(n + 1)] e250 (t - X)2' Pnk(t) dt
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En utilisant la Proposition 11.3, on obtient si nest assez gfimd:

Nous obtenons alors:

!x
r
(1-x)' :rMng(X)!

) \ ' i+j/20( 1 )= Me(n + I ...... n ----;:fi+T ~ Ke,
2i+j(r n

ou K est une constante. Cette propriete etant vraie pour tout e > 0, nous
obtenons Ie resultat cherche.

THEOREME II.8. Si f admet une derivee d'ordre r continue sur [0, 1], fa
suite (drjdxr) Mnf converge uniformement vers (drjdxr)f et

!

(n+r+l)l(n-r)! dr d
r I (I)

sup ( + 1)" d r Mnf(x) - d r f(x) ~ KrW!(rl . r.:: '
xe[O,I) n. n. x x Vn

ou Kr est une constante independante de f et de n, et Wj1rl fe module de
continuite de (drjdxr)f

Demonstration, Si f admet une derivee d'ordre r continue sur [0, 1], on
a, apres r integrations par parties:

dr (n+l)ln! n-r
-dr Mnf(x) = ( _ )' ( + )' L Pn-r.k(X)

X n r. n r. k=O

1 dr

Xf
o

Pn+r,k+ ret) dt' f(t) dt.

Les relations sur les Pnk permettent d'ecrire:

I
(n + r + I)! (n - r)! d

r
M f(x) _..!!- f(x)I

(n + I)! n! dxr n dxr

n-r 1

~ (n + r + 1) L Pn-r,k(X) f Pn+r,k+r(t)
k=O 0

Idr d
r I

X dtr f(t) - dxr f(x) dt
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et, comme dans la demonstration du Theoreme 11.2, on majore cette quantite
Ii l'aide du module de continuite de (drjdxr)f par:

ou l5 est un reel qu'on prend egal Ii 1jvn. On verifie que

sup I'Ir

Pn-r,k(X) fl Pn+r,k+r(t)(t - X)2 dt I = O(ljn
2
)

xe[O,lj k=O 0

et on obtient la majoration cherchee.
La convergence uniforme de (drjdxr)Mnfvers (drjdxr)fse deduit de ce

resultat parce que

(n+r+1)!(n-r)! ---+11
(n+1)!n!

et (drjdxr)f(x) est bornee sur [0, 1].

III. ETUDE DE Mnf QUANDf EST INTEGRABLE

Dans ce paragraphe, nous montrons que les polynomes de Legendre sont
les vecteurs propres de Mn et en deduisons une nouvelle expression de Mnf,
qu'on obtient alors par un procede de sommation Ii partir des sommes
partielles des series de Legendre, de fa90n analogue aux sommes de Fejer
pour les series de Fourier (Timan [7]), Ce resultat est specifique aux
operateurs de Bernstein modifies M n , en efTet, l'operateur de Bernstein
classique et l'operateur de Bernstein-Kantorovitch, de degres n, admettent
chacun un systeme complet de vecteurs propres, mais celui-ci depend de n.

PROPOSITION IILl. Soit H un espace de Hilbert et soit Hm une suite
croissante de sous-espaces de H tels que dim H m= m pour tout entier m.

Soit L un operateur difini sur H tel que L(Hm)cHm et L*(Hm)cHm
(L * etant fadjoint de L) pour tout entier m. Alors la suite orthogonale
(Vm)meN definie par VmE Hm, Vm.l H m-l' II Vmll = 1 est une suite de
vecteurs propres de L, (les valeurs propres associees aux Vm pouvant etre
nulles).

Demonstration. Soit WE H m_ I , quelconque. On a (L Vm' W)H=
(Vm,L*W)H=O car L* laisse Hm- I invariant; il en resulte que LVm, qui
est dans Hm' est orthogonal Ii Hm_ l' il est donc colineaire Ii Vm.
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LEMME III.2. Si f et g sont deux fonctions integrables sur [0, 1]:

rMnf(x) g(X)dx=f
1

f(t)Mng(t)dt
o 0

pour tout n E IN. En particulier Mn est un operateur auto adjoint sur
L 2(0,1).

Demonstration. Si f et g sont deux fonctions integrables sur [0, 1]:

1 nil

f Mnf(x)g(x)dx=(n+ 1) L f Pnk(x)g(x)dxf Pnk(t)f(t)dt
o k=O 0 0

1

= f f(t)Mng(t)dt.
o

0'011, si f et g sont dans L 2(0, 1), on a:

THEOREME 111.3. Les polynomes de Legendre sont les vecteurs propres
de Mn pour tout entier n E IN. La valeur propre associee au polynome de
Legendre de degre m est: An•m = (n + I)! nt/en + m + I)! (n - m)! si m ~ n
et An •m = 0 si m > n.

Demonstration. On utilise la Proposition III. 1 en prenant H = L 2(0, 1) et
en definissant H m comme I'espace des polynomes de degre ~ m - 1.

Les conditions de la Proposition IlL 1 sont verifiees, en efIet M n est auto
adjoint, laisse invariant H m pour m < n puisqu'il conserve Ie degre des
polynomes de degre ~ n, il laisse aussi invariant H m pour m ~ n puisqu'i1 est
a valeurs dans l'espace des polynomes de degre ~ n.

On en deduit que la suite (Vm)mE N telle que: VmE H m' Vm .1 H m _I et
II Vmil = 1, est une suite de vecteurs propres de M n pour tout entier n. Cette
suite est 1a suite des polynomes de Legendre normes dans L \0, 1), c'est-a­
dire:

V () V2m + 1 d
m

(m( )m)
m+l X = I dxm x I-x .m.

Dans la suite, nous noterons ce po1ynome Qm et la valeur propre qui lui
est associee pour l'operateur Mn' An•m •

Puisque M n est contractant pour L oo , on a IAn.ml ~ 1; et puisque Mnf
converge vers! dans L oo sifest une fonction continue on a An•m -4n--«XJ 1 pour
chaque m fixe. Plus precisement, on a An •m = 0 si m > n, car, puisque
(MnQm,Qr)L2=(Qm,Qr)L2An,r=0 si r~n et m>n, MnQm est un
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polyn6me de degre <: n orthogonal atout polyn6me de degre <: n, il est donc
nul.

Si m ~ n, puisque M n conserve Ie degre des polyn6mes de degre ~ n, on
obtient An ,m' en regardant queUe est l'image de x m par Mn' L'identite du
paragraphe I nous donne:

A = (n+l)n!
n.m (n-m)!(n+m+l)!

COROLLAIRE IlIA. Si I est une lonction integrable sur [0,1):

ou Qm est Ie polynome de Legendre de degre m.

Demonstration. Pour toute [onction I integrable, Mnl etant un polyn6me
de degre n, on peut trouver des reels an,m(f) pour 0<: m ~ n, tels que:

n

Mnl = L an.m(f) Qm'
m=O

Pour r~ n on a, puisque M n est auto adjoint:

n

(Mnf, Qr)L2(o.1) = L an,m(f)(Qm, Qr)L2(O,1) = an.r(f)
m=O

1 1=L I(X)MnQr(X)dX=An,{ I(x) Qr(x)dx

d'ou

an.m(!) = An,mf1 I(x) Qm(X) dx.

°
THEOREME III. 5. Pour toute lonction I integrable sur [0, 1), la suite Mnl

converge presque partout vers f

Demonstration. Soit I une [onction integrable sur [0, 1). On pose
F(x) = g I(t) dt. On va montrer que, si F est derivable au point a E )0, 1[ et
si F' (a) = I(a), ce qui est vrai presque partout d'apres Ie theoreme de
Lebesgue, la suite M nf(a) converge vers I(a).

Pour tout k, 0 ~ k <: n, Ie produit Pnk(t) F(t) est absolument continu et
puisque F' (t) = I(t) presque partout, on a pour tout x E [0, 1]:

Pnk(X) F(x) = rP~k(t) F(t) dt + j-X Pnk(t) I(t) dt.
° 0
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On obtient alors l'expression de Mnf(a):

n 1

Mnf(a) = (n + l)anF(1)- (n + I) ];.0 Pnk(a) J
o
p~k(t)F(t)dt.

La fonction F etant derivable en a, nous avons:

F(t) = F(a) + (t - a) F'(a) + (t - a) e(t - a)

ou e(u) .....u~o°et e(u) est borne.
L'operateur M n etant lineaire, il peut se mettre sous la forme:

Mnf(a) = (n + 1)[(anF(I) - a(1- a)P(a)

X (an- I + (1 - at-I) - F(a)(a n - (I - at]

n 1

+ pea) - (n + I) ];.0 Pnk(a) J
o
P~k(t)(t - a) e(t - a) dt.

Puisque a E ]0, 1[, pour montrer que Mnf(a) converge vers F'(a), il suffit
de montrer que:

n I

E n(a) = (n + I) ];.0 Pnk(a) J
o
P~k(t)(t - a) e(t - a) dt -n---oo---+) 0.

On utilise la relation

si 1~ k ~ n - I.

Par un changement d'indice de sommation, on obtient:

n-I

En(a) = (n + I) n .L (Pn.kt I(a) - Pn.k(a»
k=O

1

X fa Pn_I,it)(t - a) e(t - a) dt.

La relation ci-dessus, exprimant P~k(t), nous donne alors:

n-I

a(l-a)En(a)=n L Pntl,ktl(a)((n+ I)a-(k+ I»
k=O

I

X So Pn_I,it)(t - a) e(t - a) dt.
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L'inegalite de Schwarz sur les sommes finies entraine:

(En(a) a(1 - a»2

~n2 (~': Pn+J.k+l(a)«n+ l)a-(k+ 1»2)

X C~: Pn+l,k+l(a) (f Pn-I,k(t)(t-a)e(t-a)dtf);
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la relation suivante, utilisee couramment dans I'etude des polynomes de
Bernstein c1assiques (Lorentz [4]):

n

~ Pnk(x)(k - nx)2 = nx(1 - x)
k~O

entraine que (l/nn=Z:~Pn+l,k+l(a)«n+ l)a-(k+ 1»2 est borne unifor­
mement en n. Pour etudier la deuxieme somme, pour e >0, on considere
0> 0 tel que lui <0 entraine le(u)1 <e.

On pose sUPue[a,l_a]!e(u)1 = M.
L'inegalite de Schwarz et la convexite de t -+ t2 donnent:

n~1 Pn+I,k+l(a) (II Pn_l,k(t)(t-a)e(t-a)dt)2
k~O 0

n-I I

~(1/n) f;o Pn+l.k+l(a) f
o

Pn_l,k(t)(t-a)2(e(t-a»2dt.

On partage I'intervalle d'integration en 2 parties, suivant que It - a I >0
ou It - al < o.

On obtient ainsi les deux evaluations:

n-I

~ Pn+l,k+l(a)f Pn_l,k(t)(t-a)2(e(t-a»2dt=e20(1/n2). (1)
k~O I(-al<~

(e[O.I]

n-I
~ Pn+I,k+ I(a) J Pn_l,k(t)(t - a)2 (e(t - a»2 dt
k~O I(-al<~

(e[O,I]

(2)

On obtient, en ajoutant ces deux quantites

n-I ( I ) 2 ( 1) (1)f.;o Pn+l,k+l(a) foPn_l,it)(t-a)e(t-a)dt = e2+ no2 0 nr .
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Si on choisit n assez grand, Ie resultat obtenu est en e20(ljn 2
). Ainsi, pour

tout e > 0, on a montre I'inegalite des que nest assez grand:

n 1

a(1- a) (;0 Pnk(a) f
o
P~k(t)(t - a) e(t - a) dt ~ Ke,

ou K est une constante independante de n et de e.
On en deduit que pour un point a E lO, 1[, tel que F'(a) existe, la suite

M nf(a) converge vers f(a). (C'est vrai en particulier si f est continue en a.)

IV. CONVERGENCE DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Nous etudions maintenant la convergence de Mnf vers f dans I'espace de
Sobolev W1,P(0, I) des fonctions f de U(O, I) dont la derivee d'ordre r au
sens des distributions notee D'f, pour r ~ t, est dans U(O, I), muni de la
norme:

( )

l/p

Ilfllwl,P(o,1) = I IIDjllfp(O,I) ,
r<"l

PROPOSITION IV.I. L'operateur Mn dejini sur W1,P(0, I) est unifor­
mement borne en n pour p ~ I.

Demonstration. Les fonctions Pn+r,k+r pour k ~ n - r ont des derivees
d'ordre r' ~ r - 1 nulles en °et 1.

Donc l'expression de (drjdxr) Mnf obtenue quand (drjdxr)f est continue,
est encore valable si la derivee au sens des distributions Dj est definie,
integrable sur (0, I), c'est-a-dire:

dr (n+ I)!n! n-r 1 r

d r Mnf(x) = ( _ )' ( + )' L Pn-r,k(X) f Pn+r,k+r(t) D'f(t)dt.
x n r. n r. k=O °

Soit f E W1,P(0, I), si r ~ t, on a:

II
dr II (n + I)! n! r
-dr Mnf ~ ( _ + 1)' ( + )' IIDjIILI(O,I)

X LI(O,I) n r . n r.

~ IIDjIILl(O,J)

car pour tout t E (0, 1), L.Z:~ Pn+r,k+r(t) ~ 1.
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Pour P > 1, I'inegalite de Holder donne:

II: Pn+r.k+r(t) D'!(t) dt I
~ ({ Pn+r,k+r(t) dt ) (p-l)/p ({ Pn+r,k+r(t) IDj(t)IP dt) lip

la convexite de t -41 Wentraine alors:

(n+ I)!n! (I nfr
~ ( _ )' ( + )' f ...... Pn-r,k(X)n r. n r. 0 k=O

X VOl Pn+r,k+r(t) D'j(t) dtf) l/p

~ (n + I)! n! 1 IID'!II
"'" (n - r)! (n + r)! (n - r + 1)I/P (n + r + 1)(P-I)/P LP(O,I)

~ II D'!IILP(O, I)

d'oll IIMnfllw1.p(o,l) ~ Ilfllw1.p(O,I) pour toutp ~ 1.
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THEOREME IV.2. Pour toute fonction fE WI,P(O, 1), la suite Mnf
converge vers f dans WI,P(O, 1), (p ~ 1).

Demonstration. Dans Ie paragraphe II, nous avons montre que si ~

admet une derivee (dr/dxr) ~ continue, la suite (dr/dxr)Mn~ converge unifor­
mement vers ~.

Donc Mn~ converge vers ~ dans Wr,P(O, 1) si P ~ 1. Nous raisonnons
ensuite par densite. Soit f E WI,P(O, 1). Pour tout e >0, on peut trouver ~

indefiniment derivable, a support compact dans ]0, 1[ tel que

II~ - fllw1.p(O,I) ~ e. On a

IIMnf - fllw"p(o,() ~ 211f - ~llwl'P(O,1) + IIMn~ - ~llwl'P(O,I)'

II en resulte, pour tout e > 0:

et la propriete de convergence de Mnfversfdans W"p(O, I). Ce theoreme et
la Proposition IV,I ont ete demontres par Durrmeyer [4].
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PROPOSITION IV.3. Une condition necessaire et suffisante pour que la
fonction f integrable sur (0, 1) soit dans W1

•P(0, 1) est que la suite
IIMnfllwl,p(o,1) soit bornee, (p> 1, I ~ 0).

Demonstration. La condition est necessaire d'apres Ie Theoreme IV. I.
Montrons qu'elle est suffisante. Soit f integrable sur (0, 1) telle que
IIMnfllw1oP(O,I) soit bornee. Puisque la suite Mnf converge vers f dans
L 1(0, 1), la suite (drIdxr

) Mnf converge au sens des distributions vers D'f
pour tout entier r ~ I. Raisonnons par densite pour montrer que
D'f E U(O, 1) pour p > 1 et °~ r ~ I.

L'inegalite suivante est vraie pour tout gELq(O, 1) si lip + llq = 1, tout
tP indefiniment derivable it support compact dans ]0, 1[, tous entiers m et n et
r~ I:

/
l(d

r
dr ) If

o
dx r M nf(x) - dx r M mf(x) g(x) dx

Pour e >° arbitraire, on peut choisir tP tel que II g - tP IILQ(O, I) ~ e. La
quantite ci-dessus est alors majoree par

On en deduit que la suite (drIdx r
) Mnf converge faiblement dans U(O, 1)

si r <I et done sa limite D'f est dans U(O, 1).

Remarque. Les resultats de Berens et De Vore [1] sur I'approximation
dans U(O, 1) de fonctions de U(O, 1) it I'aide de suites d'operateurs lineaires
positifs permettent d'ecrire pour tout p ~ 1 et pour tout f E U(O, 1):

ou wp(f, .) est Ie module de regularite dans U de f:

(

1 ) lip
wp(f, t) = sup sup f If(x +u) - f(x)IP dx ,

O<u';;l XE[O,I] 0
x+uE[O,l]
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